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1. Fourier-Transformation ﬂ(".

® Vergleich eines Signals x(t) mit einer komplexen Schwingung e?%/*

©.@)

X(f) = (a(t), 271y = / o(t)ei2n It gt

— OO

3 20.11.2014 Methoden der Signalverarbeitung - 3. Ubung Institut fur Industrielle Informationstechnik



T

1. Fourier-Transformation ﬂ(".

® Bandbegrenztes Signal 4 1X(H)

AN

v
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1. Fourier-Transformation ﬂ("‘

® Vergleich eines Signals x(t) mit einer komplexen Schwingung e?%/*

©.@)

— <a:(t),ej27rft> — / a:(t)e_j%ft d¢

— OO

® Abtastung des Signals mit Abtastfrequenz f, fuhrt zu periodischer
Wiederholung des Spektrums mit f,
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1. Fourier-Transformation ﬂ(".

® Bandbegrenztes Signal X
/N 3

® Abgetastetes Signal .
LN LTINS -
e —fu a2 /
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1. Fourier-Transformation -\“—(IT

® Vergleich eines Signals x(t) mit einer komplexen Schwingung e?%/*

©.@)

X(f) = (a(t), 271y = / o(t)ei2n It gt

— OO

® Abtastung des Signals mit Abtastfrequenz f, fuhrt zu periodischer
Wiederholung des Spektrums mit f,

® Abtasttheorem von Shannon:

Abtastfrequenz muss mindestens doppelt so grol3 sein wie die grofite im
Signal vorkommende Frequenz.
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1. Fourier-Transformation J(IT

® Bandbegrenztes Signal XD
/_x :
B Abgetastetes Signal LX) f
/N I / \ ,
f —f2 a2 /
® Unterabgetastetes Signal JX(H Aliasing
~2fx  —~fa —fa/2 fA/z fA ZfA d
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1. Fourier-Transformation ﬂ(".

Zeitvariantes Signal x(t) = sin(2rz(f + 0,08t) - t)

AL
STV
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Spektrum |X(f)|?
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B Vergleich eines gefensterten Signals x(t)y*(t — ) mit einer komplexen
Schwingung e/?™/t

2. Kurzzeit-Fourier-Transformation A(IT

ut fur Technologie

FJ(r, f) = (2() - v*(t — 7),e*™")
= /OO x(t) "}/*(t . 7_) ) e—j2ﬂ'ft dt

— 0

® Vergleich eines Signals x(t) mit einem zeit- und frequenzverschobenen
Fenster y(t — t)el?™/t

F) (7‘, f) = <:1:(t),fy(t —T)- ej2wft>

_ f B(t) 7t — 7) - e=I2n T gy

— 00
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2. Kurzzeit-Fourier-Transformation A(IT

Zeitvariantes Slgnal x(t) = s1n(2n(f + 0,08t) - t)

A 0L
s IREARNARIRY

Spektrum |X(f)|?

15

5|
oTTrrTT?TTTrTTTTTHHw “h”ﬁrﬂmﬂw MNNTTTTMTTT?TH-W
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2. Kurzzeit-Fourier-Transformation
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Zeitvariantes Slgnal x(t) = s1n(2n(f + 0,08t) - t)

010
VT T I
Spektrum X (f)|?
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Aufgaben
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Aufgabe 1: ﬂ("‘

Short-Time-Fourier-Transformation |

Berechnen Sie die STFT fur folgende Spezialfalle:

a) Analysefenster mit Bandbreite A = 0 und Zeitdauer A; = oc:
W) =1 o—e T(f)=d(f)
b) Analysefenster mit Zeitdauer A; = 0 und Bandbreite A ; = oc:

y(t)=0o(t) o—e I'(f)=1
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Aufgabe 2: ﬂ("‘

Short-Time-Fourier-Transformation | s

Gegeben sei folgendes Signal x(t):
z(t) = eIt

Dieses Signal soll mit Hilfe der Fensterfunktion
y(t) = e7PN

untersucht werden. Bestimmen Sie die Short-Time-Fourier-Transformierte.
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Aufgabe 2: QAAT

Short-Time-Fourier-Transformation |
1¢ 2 :
a=1 X0
6 — 5 0.9 1.8 YoMl
0.8 1.6 y
0.7 1.4 o
0.6 1.2 y
E‘ 0.5 E A |
= <
0.4 0.8 ]
0.3 0.6 I
0.2 0.4
0.1 0.2
0 0°
t f
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Aufgabe 2:
Short-Time-Fourier-Transformation Il

Gegeben:  z(t) = e It
Gesucht: STFT mit Analysefenster Y(t) = e Pt

o

STFT: F)(1,f) = <a:(t),fy(t — r)ej%ft) :/ z(t) -y

— o0

o0
_ / o—olt] o= Blt—7| . g—i2rft g

— X0
Zwei Falle unterscheiden:
1.Fal: 7T<0 = —oc0o<7<0

T 0
E)(, f) 2/ et . efte=hT oTi2m/1 dt+/ e .e

T <0 t—7<0 £<0

/ — 3t BT e —j2n ft dt
v H,_/
t>0 t—1>0
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“(t—7) e 72t 4t

—Bteﬁfr .e—j27rft dt

t—7>0
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Aufgabe 2: ﬂ("’

Short-Time-Fourier-Transformation |l e
T 0
FY (7, f) = e=P" / olot8-32m )t gy 1 BT / ola—B-32m )t 3
+eBTfe—(a+B+j2ﬁf)tdt
0
Fl(r,f) = il olotB—iznf)t|”
v a+pB—j2rf | —oo0
:e(a+}§tj2ﬂf)T
BT
n © . olo—p=iznf)t|"
o — jB —J27Tf \L T,
1 ola—p—j2m )T
BT
+ © o(—a— B—J%f)t|
—a— [ — JQTrf 0
-1
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Aufgabe 2: ﬂ("‘

Short-Time-Fourier-Transformation |l S

_BT
e
FY (T, elatp— 2 f)e]”
x( f) o:+5—;|27rf =
:e<a+x3:jzwf)r
BT
n © . pla—p—izn |
 — ,8 — J27Tf N T,
:1_e(a:8—j27rf)r
ePT
_|_ e( a— B JQWf)t‘
—a—fB—=p2rf _ 0
_7q
eaTe—JZﬂ'f’r eBT o eaf’re—ﬂwf’r eﬁ'r
— , + + :
a+p—j2nf a—f—j2rf a+ B+ j2rf
e—BI7l e—altlg—i2nfr e~ BlT| _ g—alr|g—i2nfT

(@t B—2nf) | (atBEpnfy | (@a—Bti2nf)"
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Aufgabe 2: ﬂ(IT

Short-Time-Fourier-Transformation i S

T

2.Fall: 720 =0<717<x

F'}’ ’T f / — BT e —j2r ft dt + / e—at . eﬁte—ﬁfr .e—jZ'ﬂ‘ft dt
v W—’ g S S
t<0 t—7<0 t>0 t—7<0

&.@)
-+ / e_at . e_ﬁteﬁT _e—_]27rft dt
L~
t>0 t—72>0

_ﬁfr
__° . olatp—izrfyt|”
a+ [ —j2nf —oo
=1
e_ﬁ" . T
+ . e(—oa—l—ﬁ—JQ'rrf)t
—a+pB—j2rf i
:e(—a+ﬁrj2wf)T_1
BT o
+ © . pl—a=pB-j2m f)t
— = 18 - .]Qﬂ-f o T

~
=—e(—a—B—j2rf)T
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Aufgabe 2: ﬂ("‘

Short-Time-Fourier-Transformation Il e
— BT —BT _ a—aT—j27fT —aT—j2nfT
e e e e e e
E) (7, f) = . - : - :
a+p—j2rf a—p+j2nf a+ [+ j2nf

e_BlTI e_a|T|e_j27TfT e_BlTI _ e_o‘lTle_jQﬂ'fT
: == : + .
(a+pB—j2rf)  (a+B+j52nf) (o — B+ j27f)

e Il e~ lTlgmi2m ST e BlTlg—alr|g—i2mfr
x (T7 f) T e—B|’r| e—a|'r|e—j27rfr . K e_a|T|e_j27rfT O
@+p=jorh) T (atp+i2e]) aoFEee e wenn T >
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Aufgabe 2: QAAT

Short-Time-Fourier-Transformation |

T

—B|T| —a|t| —j2nfT —B|T| —a|T| —F2n fT
(e )2 d @razer tatprzmns T gy o WeNNT <0,
x (T7 f) - — Bl —alr|—i2nfT —Blrlg—alTlg—i2n fr
. + S + wenn 7 > ()
(a+p—j2nf) * (at+p+j2nf) (a=pf+j2nf) 7

Far 7 =0 :

~ . 2(a+ ) . —(« t
RO = ararrarE - F ™)
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Aufgabe 2: QAAT
Short-Time-Fourier-Transformation |l

Karlsruher Institut far Technologie

T

a=1
f=35

04

IFX i £l
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Aufgabe 3. STFT-RUckgewinnung ﬂ(".

Gegeben sei das Signal

42
—at ‘

x(t)=e

das mit der STFT untersucht werden soll.

a) Bestimmen Sie die Short-Time-Fourier-Transformierte mit Hilfe des Fensters (t) = o Bt

3t

b) Als Synthesefenster wird §(f) = ¢ - e ’ angesetzt. Bestimmen Sie den Faktor ¢ so, dass eine Signal-

rekonstruktion moglich ist.

c) Berechnen Sie das urspriingliche Signal aus der Short-Time-Fourier-Transformierten.
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Aufgabe 3. STFT-RUckgewinnung

y(t) [

X(0), 70

X(t)
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Aufgabe 3. STFT-RUckgewinnung ﬂ(".
® a) STFT:

oo
E(nf) = [ altyr (e - r)e el a
—00
oo
_ / e—at2 §_B(t_T>i e—j27rft dt
— 00 Ausmul’?iBIizieren
6. @]
= / exp ( —at?® — Bt? + 26t — 67'2) e 127 It ¢
— o
00
— / exp (—at2 — Bt + 28t —B7° ) e IZmIt qt
N A >y V
—00 — (e 4 3) ausklammern vor Integral ziehen
i 5
_ . —B7? / 2 20T )) —j2m ft
=e exp | —(a + " ———=t ] )e dt
p(( @( o1

— 00
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Aufgabe 3. STFT-RUckgewinnung

| a)

FJ(T,f) — =BT / exp ( — (a+ ) (t2 — jﬁ%t
2 2
: (of:ﬁ) - <oﬁr6> ) >e_mﬁ “
N ~- .
— ex (—ﬁ?z—l— F 72> fex —(a—l—ﬁ)(t g T>2
b a+ 3 P a—+ [
LeTI2mIt ¢

2
= exp (—aafﬁfrz) / exp (—(a + 5) (t — ai67> ) e I2mIt q¢

— O
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Aufgabe 3. STFT-RUckgewinnung

® 3 y - ] ; |
Fg(ﬂf) = exp (—a +,87_2) f exp ( —(a+ () (t - +BT> ) o—i2ft

~
Zeitverschiebungsregel

= exp (— ;16/87'2) - eXp (—jQ’zrfa i BT) -f{e_(‘”mtg}

= exp (— (;1403—857-2) . exp (—jQ’n'fa f_ 67) = j_ 5 - exp (—;?;)

Gaul3impuls

2 2 2
o 1) = [ e (L
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Aufgabe 3: STFT-RUckgewinnung AT

Karlsruher Institut far Technologie

T

a=1
f=35

08w

IFXiz.fl
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Aufgabe 3. STFT-RUckgewinnung ﬂ(".

® b) Es muss gelten:

(F(t), 7 (1)) = 1

:>/’Y dt—c-/e_%t2
T
c 25
2
N
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Aufgabe 3. STFT-RUckgewinnung

® ¢) Signal-Rekonstruktion:

oo

f /F — ) e* It drdf

af 7‘2>exp<j27rf V] T). s -exp( W2f2>
a+f a+ 0 a+ [ a+ [

_sz(

% .e—ﬁ(t—ﬂ2 Lei2mft g df
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Aufgabe 3. STFT-RUckgewinnung
| Q)

) o0 o0 0{16 | B -
z(t) = / /exp (_OHLﬁTQ) exp (—JQﬂf&JrﬁT). Py

2 r2
.eXp(_ﬂ'JC ) %.e B(t—7)? e]QWfthdf

-

. 26 < . Oé,B 2\  _—B(t—1)?
— @+Bfep(@+ﬁ7)e t
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Aufgabe 3. STFT-RUckgewinnung ﬂ(".

® c) Berechnung des inneren Integrals

(0. @]

7T2f2 ' ,6
/exp (OH-ﬁ) . exp (J27Tf (t CH‘ﬁT)) df

— 00
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Aufgabe 3. STFT-RUckgewinnung
| Q)

oo

2 —B(t—7)>

o ,71_21?2 - ;6
- /exp (_a—l—ﬁ) - exp (J27rf (t_a+6T)) dfdr
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Aufgabe 3. STFT-RUckgewinnung
| Q)

. 23 I « . af 2\  —B(t—7)°
—\/a{_’_ﬁ/ep( a—|—67)e !

a+ 6 s ’
——exp (—(a—l—ﬁ) (t_a—l—ﬁq_) ) dr

2 -

(ausmultiplizieren)

[ —
-
.
-

| N
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Aufgabe 3: STFT-RUckgewinnung ﬂ(".
W Q)
=\/? f GXP(—2572+4BtT—ﬁt2—(a+ 5)#) dr

\/7 f exp —257‘ + 4ptT —Bt? — (a+ﬁ)t2)

:—at2 23t
)8 00
2 42 2 . 2
_ F e at e 23t e 20T 4+46tT dr
7
— 00
00
2 42 2 _ 2 2 .2
_ _ﬁ.e at” =201 e~ 2B(T7 =247 +1"—17) 3+
7
—00
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Aufgabe 3. STFT-RUckgewinnung

| Q)
oo
2(t) = % .e—atQ e—2ﬁt2 / e—2ﬁ(72—2t7+t2—t2) dr
T
—00
o0
2
_ _ﬁ .e—at2 e—Qﬁt2 625t2. / 6—2/8(15—7')2 dr
T
— 00
—1 N
2
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